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Традиционные теоретические модели, пренебрегающие влиянием примесных ионов, породили 
ошибочное представление о наличии предельного значения (Дён„х) вклада дисперсной фазы ДЕ в ДИэ- 
лектрическую проницаемость суспензии непроводящих частиц. В результате возникло драматичес- 
кое расхождение теории и экспериментов, зарегистрировавших запредельные (превосходящие АЕтах) 
значения Де. Показано, что запредельные Де могут быть обусловлены осцилляцией адсорбции 
обычных и примесных противоионов квазиравновесной части двойного электрического слоя. Низ- 
кая (но отличная от нуля) концентрация примеси (например, ионов Н+ или ОН)) не является непре- 
одолимым препятствием для достижения запредельных Де. Полученные результаты показали, что 
обобщение существующих теоретических моделей на случай многоионных (небинарных) дисперси- 
онных сред является одной из самых неотложных и практически важных задач теории низкочастот- 


ной поляризации двойного слоя. 


Влияние примесных ионов на низкочастотную 
диэлектрическую дисперсию. Эксперименталь- 
ное исследование низкочастотной диэлектриче- 
ской дисперсии (НДД) суспензий коллоидных 
частиц является важным способом получения 
информации о поверхности. Интерпретация со- 
ответствующих экспериментальных данных осу- 
ществляется на основе той или иной теоретичес- 
кой модели. При этом важно, чтобы используе- 
мая модель учитывала все существенные свойства 
изучаемого объекта. 


Низкочастотные измерения, как правило, про- 
водят на модельных суспензиях. Дисперсионная 
среда таких суспензий обычно представляет со- 
бой специально созданный водный раствор, со- 
держащий преимущественно один сорт анионов и 
один сорт катионов (бинарный электролит). 
Именно эти (и только эти) два преобладающих в 
объеме дисперсионной среды сорта носителей 
заряда учитываются при интерпретации экспери- 
ментальных результатов. Это приближение (при- 
ближение бинарного электролита) нередко ис- 
пользуется даже применительно к системам с су- 
щественно небинарным составом дисперсионной 
среды (например, для природных дисперсных сис- 
тем или для суспензий биологических клеток). 


Столь широкое применение приближения би- 
нарного электролита не всегда оправдано. Реаль- 
ные водные растворы содержат некоторое коли- 


чество примесных ионов (прежде всего — ионов 
Н*+и ОН)). Конечно, вклад примеси в объемную 
проводимость дисперсионной среды К, обычно 
пренебрежимо мал. Однако примесные ионы мо- 
гут обладать повышенной способностью к 
адсорбции в двойном слое, что скажется на НДД. 


Если с движением примесных (в объеме элек- 
тролита) ионов связана существенная доля сум- 
марного переноса заряда по ДС или между ДСи. 
дисперсионной средой, то приближение бинарно- 
го электролита неприменимо и дисперсионную 
среду следует рассматривать как многоионную. 


Некоторые важные особенности поляризацион- 
ных процессов в многоионных (небинарных) средах 
уже были рассмотрены ранее [1, 2]. При этом пре- 
имущественное внимание уделялось ионам, внося- 
щим существенный вклад в объемную проводи- 
мость К, и/или обеспечивающим электронейт- 
ральность в объеме дисперсионной среды. Для 
проявления влияния таких ионов не была обяза- 
тельной повышенная их адсорбируемость в ДС. 
Поэтому возможная специфика граничных усло- 
вий в [1, 2] учтена не была. 


Обратить внимание на специфику граничных 
условий для многоионных сред нас вынудило 
драматическое расхождение между некоторыми 
экспериментальными результатами и традицион- 
ными теоретическими моделями, использующи- 
ми приближение бинарного электролита. 
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Неудовлетворительное согласие теории с не- 
_ которыми экспериментальными данными. Пове- 
дение подавляющего большинства реальных дис- 
персных систем удовлетворительным образом 
объясняется в рамках представлений о концент- 
рационном механизме поляризации ДС [3] и при- 
ближения бинарного электролита. 

Для суспензии непроводящих (диэлектричес- 
ких) частиц в дисперсионной среде, содержащей 
только два сорта ионов, теория предсказывает, 
что вклад дисперсной фазы в диэлектрическую 
проницаемость суспензии не может превышать 
определенного предельного значения ДЕ»: 


Де(0) < ДЕ(0) < ДЕ = пере(ка). (1) 


Здесь Де(6) —- частотная зависимость вклада дис- 
персной фазы вдиэлектрическую проницаемость 
суспензии, © -— циклическая частота внешнего поля, 
ДЕ(0) — низкочастотный предел Д(‹), р — объемная 
доля дисперсной фазы, = — диэлектрическая прони- 
цаемость дисперсионной среды, к- обратный деба- 
‚ евский радиус, а — радиус сферической непрово- 
дящей частицы. Здесь и далее предполагается, 
что ДС тонкий - ка >> 1. 


Предел ДЕ„„х соответствует крайне высокой 
поверхностной проводимости ДС, когда концент- 
рационная поляризация лимитируется лишь 
балансом электромиграционного и диффузион- 
ного потоков противоионов ДС, а способностью 
дисперсионной среды обеспечить подвод (или от- 
вод) ионов к (от) ДС можно пренебречь. Особен- 
ности строения ДС здесь роли не играют и обес- 
печить запредельные ДЕ не могут [3 - 6]. 

Однако, полученные различными исследова- 
телями экспериментальные данные [7 - 9] свиде- 
тельствуют о систематическом нарушении огра- 
ничения (1) (на рис. 2 статьи [6] сводные данные 
[7 - 9] приведены в форме, удобной для сопостав- 
ления с ограничением (1); аналогичный рисунок, 
содержащий данные [9] имеется в [10]). Такое не- 
соответствие теории эксперименту указывает на 
ограниченную применимость традиционных тео- 
ретических моделей низкочастотной поляриза- 
ции двойного слоя, пренебрегающих небинарнос- 
тью реальных дисперсионных сред. 

Мы намерены доказать, что нарушение усло- 
вия (1) может получить разумное объяснение в 
рамках механизма концентрационной поляриза- 
ции [3]. Для этого оказалось достаточно лишь от- 
казаться от приближения бинарного электролита 
и учесть многоионный характер реальных дис- 

‚ персионных сред. 

Поляризационные процессы в небинарном 
электролите. Указанное в (1) предельное значе- 
ние Де „‚ было связано с концентрационной поля- 
ризацией всего ДС или его части. Поэтому мы на- 
мерены рассмотреть влияние примесных ионов 
именно на концентрационную поляризацию. По 
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концентрационному механизму поляризуются 
1) диффузный слой (слой Гуи) и 2) та часть слоя 
Штерна, которой присущ достаточно свободный 
обмен ионами с диффузным слоем. Поляризуе- 
мая по концентрационному механизму часть ДС 
эффективно обменивается ионами с дисперсион- 
ной средой и сохраняет квазиравновесную струк- 
туру даже после поляризации во внешнем поле. 
Таким образом, эту часть ДС можно назвать 
квазиравновесной. 


Сформулированные в [3] основные уравнения, 
граничные условия и подходы теории концентра- 
ционной поляризации ДС не зависят от числа сор- 
тов ионов в дисперсионной среде (М). Однако, для 
решения исходных уравнений приходится зада- 
ваться конкретным значением параметра №. Для 
переменного внешнего поля из-за чисто матема- 
тических трудностей до сих пор обычно подробно 
рассматривался лишь случай бинарного электро- 
лита (М = 2). В результате некоторые свойства, 
присущие только поляризации в идеальных (не 
содержащих даже примесей) бинарных электро- 
литах, стали некритически восприниматься как’ 
общие для концентрационной поляризации в эле- 
ктролитах произвольного состава. 

Специфика низкочастотной поляризации в 
многоионных (небинарных) средах исследовалась 
в [1, 2], где были достаточно подробно рассмотре- 
ны особенности пространственного распределе- 
ния и частотной зависимости потенциала и кон- 
центраций вне поляризованного тонкого ДС. 
Предложенная в [1] и усовершенствованная в [2] 
процедура разделения традиционных для концент- 
рационной поляризации [3] уравнений позволяет 
найти аналитическое решение для потенциала Фф 
и для поляризационных добавок с»; к равновес- 
ным концентрациям су; (“]” — сорт иона) в неби- 
нарном электролите (то есть при М > 3). К. сход- 
ным результатам приводит и описанная в более 
ранней статье других авторов [11] альтернатив- 
ная процедура. Однако, использованной в [11] 
процедуре присущи (в отличие от [2]) чрезмерная 
усложненность и не всегда оправданные ограни- 
чения общности (так в [11] было введено ограни- 
чение на частоту внешнего поля, оправданное для 
бинарных электролитов, но часто чрезмерно же- 
сткое для М> 3). 

Специфика граничных условий, связанная с 
небинарностью дисперсионной среды, авторами 
[1,2, 11] замечена не была. Восполним этот пробел. 


Граничные условия концентрационной поляри- 
зации. Граничными условиями теории концентра- 
ционной поляризации ДС, позволяющими опреде- 
лить эффективный дипольный момент ДС (4,), 
являются [3] уравнения баланса потоков для каж- 
дого сорта ионов в отдельности 


аг. . 
+, + =0 у=ЬМ ©) 
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Здесь #- время, г - расстояние до геометрическо- 
го центра частицы (г = а соответствует поверхно- 
сти частицы), 
дс,; дФ 
и р} 
(1), = В 59 — (3) 
9 т . г=а 


нормальный поток из объема дисперсионной 
среды к поверхности частицы, Г; и [; — адсорбция 
и тангенциальный поток ионов квазиравновесной 
части ДС, Фу; —- поверхностная дивергенция, &; и 
р,- валентности и коэффициенты диффузии (для 


анионов 2; < 0), ф = Еф/КТ, Е - число Фарадея, К — 
газовая постоянная, Т- температура. 


Для достаточно сильно заряженных частиц 
можно пренебречь адсорбцией коионов в двой- 
ном слое и их тангенциальными потоками. Тогда 
граничные условия (2) для коионов упростятся 


)...=0, 2%>0 (4) 


(Фи — равновесный штерновский потенциал). 
В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением 
случая сильно заряженных частиц и симметрич- 
ного одновалентного электролита, т.е. потребу- 
ем выполнения условий 


№ |> 100 Мв, [211 =122| =... = Им| = 1. (5) 


Выражения для поверхностной дивергенции 
тангенциального потока 1; противоионов квази- 
равновесной части ДС сильно заряженной час- 
тицы можно представить в виде 


у 1) = Фу +15) = 
РК, д [ 


— азшб 90 


где 0 — угол между связанным с центром частицы 
радиус-вектором и внешним полем, а обобщен- 
ный релаксационный параметр К, равен [4]: 


ее 9 (6) 
о +6) $ 24 <0, 


г=а 


К, характеризует электромиграционный и диф- 
фузионный потоки противоионов слоя Гуи (сла- 
гаемое К.) и квазиравновесной (1 < 1) части 
слоя Штерна (К‚,), а также учитывает электроос- 
мотический перенос противоионов слоя Гуи (К): 


Ка = Ги (асо) = Ви= Жехр(4,/2|) - ка, 
М <0 (8) 
К» = РьГы/ (а);со;) д 24 <0 (9) 
бт. р 
В, =-— 1 (ехр(5/2])-1- 
ка | (10) 
— 2((1+ехр(6/2])) /2) ), 


РАЗИЛОВ и др. 


Здесь Глу и Г; — равновесные значения адсорбции 
противоионов в слое Гуи (Гл) и в квазиравновес- 
ной части слоя Штерна (Гь;); ь — коэффициент 
латеральной диффузии противоионов квазиравно- 


весной части слоя Штерна, 6 = ЕС/ВТ, © — элект- 
рокинетический потенциал, т; = &(ЕТ/Е?/(6тпО), 
т} — вязкость. 

Осцилляция адсорбции квазиравновесной час- 
ти ДС (осцилляция Г) связана с осцилляцией по- 
ляризационной добавки Г, 


аг аг+Гг) агГ. 
] 07 р Р] : 
ТТ = Е = = а = го] р) (11) 


(Го; равновесное значение Г). 


В силу квазиравновесного характера концен- 
трационной поляризации должно выполняться 
условие локальной электронейтральности для 
каждого участка поляризованного ДС. Для рас- 
сматриваемого нами случая (наличие лишь кон- 
центрационного механизма поляризации ДС и не- 
проводящие частицы), условие локальной элек- 
тронейтральности ДС примет вид 


М 
Ут, = 0. 
1 


Ноль в правой части (12) связан с тем, что влия- 
ние поляризации объема сильно заряженной не- 
проводящей ‘частицы в водной дисперсионной 
среде пренебрежимо мало [3]. 

Для бинарного электролита (М = 2) условие. 
(12) означает, что поляризационная добавка к 
адсорбции противоионов так же мала, как и поля- 
ризационная добавка к адсорбции коионов, и ос- 
цилляцией адсорбции можно пренебречь. Именно 
это обстоятельство в конечном счете порождает 
ограничение (1) для суспензии непроводящих час- 
тиц в бинарном электролите. 


Осцилляция адсорбции и ограничение (1). Если 
осцилляция адсорбции мала, то в граничном усло- 
вии (2) для противоионов достаточно учесть лишь 
потоки 7 и [,. Порождающая НДД концентрацион- 
ная поляризация связана с электромиграционным 
переносом [,, противоионов по ДС (со вторым сла- 
гаемым в выражении (6) для поверхностного пото- 
ка). Величина концентрационной поляризации (с 
которой связана НДД) лимитируется релаксаци- 
онными потоками — диффузионным потоком 
противоионов по ДС (1,;) и нормальным потоком 
(1), которые стремятся понизить концентрацион- 
ную поляризацию. Изменить соотношение между 
1; и 7, в пользу [; можно, увеличив поверхност- 
ную проводимость (увеличив параметр К, для 
противоионов). Наилучшим с точки зрения соот- 
ношения между [к; и 7, является случай очень 
высокой поверхностной проводимости (К; > р), 
когда влиянием нормального потока противоионов 


(12) 
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можно пренебречь по сравнению с [,. Однако, со- 
отношение между /[к; и [у; не зависит от К, (в этом 
можно легко убедиться, взглянув на правую часть 
выражения (6) для потоков противоионов по ДС). 
Диффузионный поверхностный поток [р; лимити- 
рует величину концентрационной поляризации, 
что и приводит к появлению ограничения (1). 


Осцилляция адсорбции позволяет выйти за пре- 
делы ограничения (1). В этом можно убедиться на 
примере поляризации проводящей частицы [12]. 

В [12] рассматривалась НДД суспензии иде- 
ально поляризуемых (проводящих) сферических 
частиц в бинарном электролите. Поляризация 
объема идеально поляризуемой частицы приводи- 
ла к накоплению значительных поляризационных 
зарядов (правая часть (12) становилась отличной 
от нуля), что порождало соответствующую осцил- 
ляцию адсорбции противоионов двойного слоя и 
позволяло ДЕ достигать запредельных значений. 
Например, для описываемого формулой (22) ста- 
тьи [12] случая было справедливо неравенство 
ДЕ(0) < (4=(0)) ва = 729 - АЕтах- 


В свете результатов [12] было естественно 
прежде всего попытаться объяснить данные [7 - 9] 
тем, что и для непроводящих частиц правая часть 
(12) может отличаться от нуля. Это возможно, ес- 
ли постулировать наличие тонкой проводящей 
оболочки вокруг использованных в [7 - 9] непро- 
водящих частиц. Роль подобной оболочки мог бы 
сыграть поляризуемый по механизму связанных 
противоионов (без обмена) слой Штерна. 


Соответствующая кинетическая модель ДС 
была рассмотрена в [13, 14] и (для общего случая) — 
в [5]. Оказалось, что поляризационные заряды 
поляризуемого без обмена слоя Штерна действи- 
тельно могли бы обеспечить значительное влия- 
ние осцилляции адсорбции на НДД. Однако, по 
мере роста поверхностной проводимости квази- 
равновесной части ДС роль осцилляции адсорб- 
ции сходила на нет. В результате объяснить при- 
роду запредельных ДЕ не удалось [5]. Результаты 
[5] показали бесплодность попыток объяснить 
экспериментальные результаты [7 - 9], игнорируя 
многоионный (небинарный) состав реальных дис- 
персионных сред. 


В связи с тем, что гипотетическая поляризация 
неквазиравновесной части слоя Штерна по меха- 
низму связанных противоионов (без десорбции) 
оказалась неспособна обеспечить значения ДЕ, 
превосходящие ДЕих, [5], мы максимально упрос- 
тили модель поляризации, исключив соответст- 
вующий механизм из дальнейшего рассмотрения. 


Специфика осцилляции адсорбции в небинар- 
ных электролитах. В рассматриваемых ранее мо- 
делях (бинарный электролит), немалая осцилля- 
ция адсорбции была связана исключительно с по- 
ляризационными зарядами, возникающими вне 
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квазиравновесной части ДС (правая часть подоб- 
ного (12) условия была отлична от нуля). Однако, 
в более общем случае и условие (12) отнюдь не 
означает малости отдельных поляризационных 
добавок Г„. Это возможно, если дисперсионная 
среда содержит более одного сорта .противоио- 
нов. Простейшим случаем такого рода является 
трехионный электролит (М = 3), содержащий два 
сорта противоионов (один из которых может 
быть примесным ионом). Именно этот случай мы 
и будем в дальнейшем рассматривать. Для опре- 
деленности присвоим этим двум сортам противо- 
ионов номера “1” и “2”: 


Чо, = — 9 <0, Ч: = [9 >0. (13) 
В присутствии двух различных сортов противо- 

ионов и при выполнении условия (5) для потенциа- 

ла (сильно заряженные частицы) (12) примет вид 


ГГ, = -Гз=6. (14) 


Условие (14) накладывает ограничение лишь на 
алгебраическую сумму (Г„ + Г,2) поляризацион- 
ных добавок к адсорбции, но не на отдельные ее 
слагаемые т: входящие в граничные условия (2) 
для противоионов. Соответственно, в многоион- 
ном электролите можно рассчитывать на значи- 
тельную осцилляцию адсорбции квазиравновес- 
ной части ДС даже при пренебрежимо малых по- 
ляризационных зарядах объема частицы и 
неравновесной части ДС. 


Принципиальная возможность совместить ус- 
ловие (12) со значительной осцилляцией адсорб- 
ции противоионов является важным качествен- 
ным отличием граничных условий в реальных 
(небинарных) электролитах. 


Выражение для осцилляции адсорбции в элек- 
тролите, содержащем два сорта противононов. 
Выражения для поляризационных добавок Г» 2 
можно получить из (14) в явном виде (приложе- 
ние 1), воспользовавшись выражением (8) для Гл; 
и равновесной изотермой адсорбции для Гьу, на- 
пример изотермой адсорбции Штерна [15, 16] 


Гы (со сьдехр( 4) } = 1, 2. 


16 ИВ РАКГИЕТТТИЕ | ? 
1+ (со/ сы) ехр(|4) 


(15) 


Бо; = 


Здесь Ты” соответствует максимально возможно- 
му значению Гьу (насыщению), а константа с; оп- 
ределяется специфической энергией адсорбции. 


При выводе выражения для осцилляции 
адсорбции было также принято во внимание тра- 
диционное для теории концентрационной поля- 
ризации условие локальной электронейтральнос- 


ти в объеме электролита 
(16) 


Со + Со = сз» Сы Ср = СЗ. 


722 


Исходя из (8), (11) и (14) - (16), мы получили 
(приложение 1) выражение для осцилляции 
адсорбций противоионов в виде 
9Г, . 3 ‚аКг 
т = Г, = (-1) ба (СотСра к Собр) на? 

ев (17) 
пригодном для непосредственной подстановки в 
граничные условия (2) для противоионов. Для 
удобства записи мы ввели параметр Аг 


_ №. (С. +8В./2)(6,+В2) а 
г 7" В2+ (сиб, +с2 6) св ^^ 


где 


Е Гьо/ (асо) 


= ео РР №2: 
1+ (со/ сы) ехр(|№) 


(19) 


Формула (19) весьма упрощается при ненасыщен- 
ной адсорбции 


б,=Гыи (асу) при (со/сь) ехр (4) < 1. (20) 


Сразу обращает на себя внимание возмож- 
ность достижения параметром Аг очень больших 
значений при высокой способности противоио- 
нов адсорбироваться в слое Штерна (т.е. — при Ст, 
С. > 1). Соответственно, можно рассчитывать на 
значительную осцилляцию адсорбции, если толь- 
ко не обращается в ноль разность (со1С„2 — Собр). 
Для бинарного электролита эта разность всегда 
тождественно равна нулю (приложение 1), а для 
трехионного электролита — близка к нулю на 
низких частотах, если равны друг другу релакса- 
ционные параметры противоионов К, = К» (при- 
ложение 1). 


Во всех остальных случаях (при (К! — К›)Си1Со» * 
= 0), осцилляция адсорбции в трехионном элект- 
ролите может быть велика (это зависит от Вх), 
что скажется на ДЕ(0). 

Осцилляция адсорбции и концентрационная 
поляризация. До перехода к выводу выражения 
для ДЕ(0) вкратце остановимся на природе влия- 
ния осцилляции адсорбции, описываемого фор- 
мулой (17). 

Электромиграционные потоки противоионов 
1.2 определяются прежде всего напряженностью 
внешнего поля Е, диффузионные [р; 2 — поляриза- 
ционными добавками с„,2 К концентрациям. Ос- 
цилляция адсорбции (17) способна существенно 
изменить соотношение между с»! и с„› (при фикси- 
рованном значении суммы с» + С„2). В результате 
изменятся диффузионные потоки [р12: ОДИН ИЗ 
диффузионных потоков уменьшится, другой — 
увеличится, но в меньшей степени. Соответствен- 
но, при (С»1 + с»2) = соп% осцилляция адсорбции 


РАЗИЛОВ и др. 


(17) снижает полный диффузионный поток [р; = 
= Ш, + [).. В результате баланс между [к = [в + 
4 [5 и [о; установится при более высоком значе- 
нии суммы с» + со, Т.е. концентрационная поля- 
ризации усилится. Соответственно возрастет и 
низкочастотный предел Д=(0). 


Для сокращения объема статьи мы опускаем 
достаточно громоздкое прямое доказательство 
факта снижения [р;. В качестве косвенного дока- 
зательства укажем на приведенную ниже форму- 
лу (30) (вывод которой описан достаточно по- 
дробно): осцилляция адсорбции действительно. 
увеличивает ЛЕ(0). 

Диэлектрический инкремент ДЕ(0) в небинар- 
ном электролите. Выражение для Д8(0) можно 
получить, если найти дипольный момент ДС 4%. 
Эта задача максимально упростится для частного 
случая 

р =р,=р.=р, (21) 
когда пространственное распределение потенци- 
ала и концентраций имеет простейший вид (Е — 
амплитуда напряженности внешнего поля) 


ф= (-Ет+а'/27)+4./Р) созбехр(&й) (22) 


а’ о. ке 
сы = а; ( Я (1+7 акр (-а +0 =) х 
г то то (23) 
х со$9ехр (108), 1=1,2, 
где " = 20/6. с„з определяется по (16) как сумма 
Ср И Ср2. 
Подстановка (22) - (23) в выражения (3), (6) и 
(17) позволяет выразить потоки и осцилляцию 
адсорбции через неизвестные 4 и П!›. Даль- 
нейшая подстановка полученных таким образом 
выражений в граничные условия (2) для противо- 
ионов “1” и “2” и в граничное условие (4) для ко- 
ионов “3” приводит (приложение 2) к системе трех 
алгебраических уравнений для трех неизвестных. 


Система линейных алгебраических уравнений 


` для поиска 4, максимально упрощается после заме- 


ны неизвестных р 2 на неизвестные х1 2, равные 


А - аа — сис, 2) 
`` созбехр( 08 Рас” Р1 “ОГ р27 г=а х 
1 ВТ (24) 


х. = (Срл+ Ср) ка. 


со$@ехр (161) Ра 


Извыражения (17) видно, что х, (наряду с параме- 
тром Аг) характеризует осцилляцию адсорбции, 
которая пропорциональна произведению гхи. 
Очевидно также, что х›, характеризует концент- 
рационную поляризацию. 
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После замены Д.› на х!. система уравнений 
для поиска 4, примет максимально удобный вид 
(приложение 2) 


((1+2)) со + (1+2,) си + (1+) св) х + 


СС а. 
+ (В, - В) ж+ (В, - В.) сись-® = 
Соз а 
3 (25) 
= (К, -В,) Со1С025 Е; 
В +К 
(В. -В,)х, а 
Соз 
4 
а 
| 3 
= (Кс + Каса) 5Е; 
4х 
0-х, + (1+Л)х, — с = 0. (27) 
а 
Здесь введены обозначения 
п 
Й = а/ю/2р, {= Та +АИ' (28) 


Система уравнений (25) - (27) позволяет опре- 
делить частотную зависимость дипольного мо- 


мента 4. Найдя а’, можно по формуле (П. 31) 


работы [3] рассчитать вклад дисперсной фазы 
ДЕ(0) в проницаемость суспензии. Мы ограни- 
чимся решением более частной задачи — найдем 
лишь низкочастотный предел Д5(0). Это позволит 
проверить справедливость ограничения (1) для 
небинарных электролитов, содержащих несколь- 
ко сортов противоионов. 

При выполнении условия (21) выражение для 
низкочастотного предела Д#(0) можно записать 
в виде 


(29) 


п (а 
ДЕ(0) = 3 ре(ка)? [т (5 ы >) 
2 @ — со а’Е 


Очевидно, что на каждом этапе поиска низкочас- 
тотного предела для 4, можно пренебрегать слага- 
емыми порядка И? и более высоких степеней И: 
они на Д5(0) не влияют. 

После ряда промежуточных выкладок (прило- 
жение 3) мы получаем искомое выражение 


2 
а 9 2[[со2 К Со К) 

4Е(0) = ТЕР(ка) ((= ТЕ, + ТЯ, я) 

м (30) 


Сол Со (Ё1 - В) а + Вг) ) 
Соз Соз (1+8,)? (1+8,)? Л 
Присутствие К` в (30) свидетельствует о некото- 
ром изменении ДЕ(0) под влиянием осцилляции 
адсорбции, а знак при Кг показывает, что Д=(0) 
№5 1995 
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увеличится. Такое влияние будет вовсе отсутст- 
вовать лишь при равенстве нулю произведения 


‘сотсо2(Ё! — Е>). 


Максимальная величина диэлектрической 
дисперсии. Выражение (30) позволяет проверить 
справедливость ограничения (1) для многоион- 
ных электролитов. 

Ограничение (1) было получено благодаря 
анализу последствий неограниченного увеличе- 
ния заряда поверхности ©;: Д=(0) < (ДЕ(0)) в== = 


= ДЕ„х, хотя реальные значения ос, всегда ограни- 
чены и определяются свойствами поверхности. 

Чтобы показать принципиальную возмож- 
ность преодоления ограничения (1) мы рассмот- 
рели случай С! = С, = °°, столь же далекий от ре- 
альности, как и С, = <. Из выражений (17) - (18) 
следует, что при С! = С. = < бесконечно большой 
может оказаться и осцилляция адсорбции: (бла- 
годаря Кг = °э), если только отлично от нуля про- 
изведение су, со2(К, — К.). Важно, что болышие зна- 
чения С\ › могут быть достигнуты без адекватно- 
го увеличения К; (К\› + °°), за счет низкой 
подвижности противоионов слоя Штерна (Кы. = 
(Бы2 /Р)С > Я < из-за Бы2 < р). 

Итак, при указанных выше экстремальных ус- 
ловиях мы получаем оценку 


9 2-01 02 
ДЕ(0) > 18РЕ(ка) 2—-— х 


03 С0з (31) 


(К, -К,)' 


(1+48;)*(1+5,)? 
при СотСо2(К1 = Ко) Е 0, К ‚ КЮ о и Юг — <. 

На практике параметры С, и С, (а следова- 
тельно - и К;) лимитируются свойствами реаль- 
ной поверхности и, следовательно, Д5(0) конечно. 
Однако, полученная оценка (31) важна, так как 
свидетельствует о принципиальной возможности 
достижения запредельных ЛЕ под влиянием даже 
весьма незначительного количества примесных 
противоионов (единственное используемое при 
выводе (31) условие для концентраций - отличие 
Со1 И со ОТ нуля). 

Поэтому можно предположить, что превос- 
ходящая ограничение (1) низкочастотная диэлек- 
трическая дисперсия, зарегистрированная в [7 - 9], 
связана со значительной осцилляцией адсорбции 
обычных и примесных противоионов квазирав- 
новесной части ДС. 

Обусловленная примесью запредельная диспер- 
сия в трехионном электролите при 2, = 5,, О, =О,. 
Использованное выше условие Су, С, —= с пред- 
полагает возможность достижения неограниченно 
болышой адсорбции противоионов в слое Штерна. 
Однако, свойства реальных поверхностей ограни- 
чивают возможные значения адсорбции. Поэтому 
важно оценить каким минимальным требованиям 


—<> 


7* 


724 


должны удовлетворять Гы! и Гы, чтобы влияние 
осцилляции адсорбции позволило (при прочих 
благоприятных условиях) преодолеть ограниче- 
ние (1). Сложнее всего обеспечить преодоление 
ограничения (1) для почти бинарного электроли- 
та, когда равновесная концентрация одного из 
противоионов весьма мала. Именно этот случай 
мы и рассмотрим. 

В дальнейшем для определенности будем пола- 
гать, что примесными являются противоионы “1” 
(Сол < Соз = (соз — Сил) = соз). Адсорбцию в слое Штер- 
на будем считать ненасыщенной - С; определяют- 
ся формулой (20). 

Осцил`..ция адсорбции обычных противоио- 
нов сопоставима с аналогичной осцилляцией про- 
тивоионов примесных - (14), (17). Поэтому осцил- 
ляция адсорбции может быть значительной, 
лишь если не мала равновесная адсорбция приме- 
си (Го - Го). В рассматриваемом нами случае 
симметричного электролита (2; = &.) адсорбция 
примесных противоионов в диффузном слое пре- 
небрежимо мала: Гы /Гь» = со! /Со› < 1. Поэтому 
немалая суммарная адсорбция примесных проти- 
воионов может быть обеспечена лишь за счет их 
высокой специфической адсорбции в слое Штер- 
на, т.е. при выполнении условия 

С, > (С.+ЕВ)). (32) 

Кроме того, из (30) следует, что необходимо 
обеспечить отличие от нуля разности (К; - К).). 
Для рассматриваемого здесь случая симметрич- 
ного электролита и равной подвижности обыч- 
ных и примесных противоионов (1 = 22, р, = О.) 
это возможно лишь за счет ненулевой подвижно- 
сти противоионов слоя Штерна: 


Ой (К, -В.) = (К,+К,+Вь,) - (К.+В,+ВЬь) = 
= Вы — Кь = РиС' —С)/Р=р,С/Р = Вы. 
(33) 


Выражение (30) при выполнении (33) и неравен- 
ства Су; < сз, примет вид 


Де(0) -( В, ] Со 


+2— Е 
АЕ \1+8, Соз 


Вы 
г 2 2` 
(1+А,) (1+8.,) 
| 7” (34 


После подстановки выражений для Ки Кгв 
(34) и анализа полученной формулы удалось уста- 
новить минимальные требования к Гм (примесь) 
и к Гь›, при выполнении которых можно ожи- 
дать выполнения неравенства ДЕ(0) > Дё„, (при- 
ложение 4): 


Го, > (асо/2 + (1+3т) Гир) - (асо/2 + 1.5Г 
Гр > (асо/2 + (0.5 +3т) Гы) - (асо/2 + Га» 
| (35) 
Здесь со = сз - концентрация электролита. При 
оценке правой части (35) мы учли, что для обыч- 
ных ионов 21 = 0.2. 


402) 


РАЗИЛОВ и др. 


Умеренность минимальных (необходимых) ус- 
ловий (35) вселяет оптимизм в отношении пер- 
спектив объяснения запредельных эксперимен- 
тальных результатов [7 - 9] в рамках модели кон- 
центрационной поляризации, учитывающей 
осцилляцию адсорбции обычных и примесных 
противоионов. Определенные сомнения возника- 
ют лить в связи с необходимостью в обязатель- 
ном порядке предполагать ненулевую подвиж- 
ность адсорбированных противоионов слоя 
Штерна - условие (33). 


Роль электроосмотического переноса ионов в` 
запредельной НДД. Главный недостаток рассмо- 
тренного выше модельного случая (21) заключа- 
ется в том, что необходимое для преодоления ог- 
раничения (1) условие К;\ = К. оказалось связано 
исключительно с латеральными потоками проти- 
воионов слоя Штерна - условие (33). Это могло 
породить ложное представление об обязательной 
связи запредельных ДЕ(0) с такими потоками. 


Однако, реальная ситуация далека от условия 
(21). Наиболее распространенные примесные ио- 
ны Н* и ОН` (один из которых обязательно будет 
противойоном) характеризуются повышенной 
подвижностью по сравнению со всеми прочими 
ионами. Соответственно, электроосмотический 
перенос для этих ионов намного менее эффекти- 
вен, чем для обычных противоионов (параметр т; 
обратно пропорционален О,). Поэтому для частиц 
с немалым электрокинетическим потенциалом 6 
фактически гарантировано отличие релаксаци- 
онного параметра (К‚) примесного противоиона 
Н+ (или ОН^) от аналогичного параметра (К.) для 
обычных противоионов: 

(К, -К,) а=а = К -Ки = К, < Зт.Ка (36) | 
при О, > Бис =Ч.. 


Здесь мы пренебрегли потоками противоионов 
по слою Штерна (слагаемыми Кь 2) и отличие К, 
от А› обеспечено исключительно электроосмоти- 
ческим переносом. 


Формула (30) позволяет оценить минималь- 
ные требования к Гу, (высокоподвижная при- 
месь) и - к Гь»› (приложение 5): 


Гы: > (46%/2+ (1+3т,) Гы) - (асо/2 +1.5Гау) 


асу 1 1 
Го > > 2+—+ В Го2(0.5 + 1/Зт.) — 
т. У2 (37) 


Очевидно, что минимальные условия (37) также 
не являются невыполнимыми, хотя требования к 
величине эдсорбции обычных (не примесных) ио- 
нов “2” ужесточились по сравнению с (35). 
№5 1995 
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_ Таким образом, неравенство релаксационных 
параметров (К, = К›), которое необходимо для 
заметного влияния осцилляции обычных и при- 
месных противоионов, может быть обеспечено 
электроосмотическим переносом противоионов 
диффузной обкладки и не сопровождается невы- 
полнимым ужесточением требований к адсорб- 
ции противоионов в слое Штерна. Тем самым от- 
падает необходимость в допущении ненулевой 
подвижности противоионов слоя Штерна, кото- 
рое требовалось при О, = ДР» и &! = 2. 

Однако, возникает естественный вопрос о 
применимости использованной при выводе (37) 
формулы (30) для случая О, * О. 

Диэлектрический инкремент при О, *О.. В на- 
иболее общем случае (соотношение между коэф- 
фициентами диффузии О, и валентностями д; про- 
извольно), распределение потенциала и концент- 
раций вне ДС описывается формулами (6) - (21) 
статьи [2]. Подстановка соответствующих фор- 
‚ мул в граничные условия (2) и (4) позволяет найти 
4. и соответственно ДЕ(О). 

Однако, общие формулы (6) - (21) статьи [2] 
весьма громоздки, что затрудняет вывод наиболее 
общего выражения для Д5(0), Поэтому мы пошли 
на разумный компромисс, рассмотрев практичес- 
ки важный случай симметричного одновалентного 
электролита, удовлетворяющего условию 


р,=Р.=Р, (38) 


(р, - произволен и может отличаться от 2). Усло- 
вию (38) соответствует, например, раствор КС 
(Рк = Ра), а высокоподвижными примесными 
противоионами “1” являются ионы Н* (для Ф, < 0) 
или ОН- (4 > 0). Ни содержание примеси в рас- 
творе (со! /соз), ни соотношение О; /Д никак не ог- 
раничивались. 


Условие р. = О. и одновалентность всех ионов 
позволили значительно упростить формулы (6) - 
(21) [2] и преобразовать их к виду 


ф= (-Е+а’/27)+4./Р’) созбехр (#07 + 


Е 2сз)р + (р: _р) Со Со . 
а Ё 
Ср = 4,5 ( + (1 +9 
г "| 
(40) 


т . 
хехр [с +Й г зозвекрео 
Г 


| а? а В В 
ат (1+ +0 в (-@+9—х 


о 7 (41) 
х со$дехр (100 — - с 
Е, 
Соз + Ср” 
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Здесь введено обозначение 71 


п; = 201, ®; 
В р (42) 


эффективный коэффициент диффузии такого 
трехионного электролита (вторым эффектив- 
ным коэффициентом диффузии остается величи- 
на О; с ней связан параметр *5). 


Нетрудно убедиться, что для частного случая 
р, — О решение (39) - (41) идентично решению 
(22) - (23), если постулировать естественную 
связь между неопределенными константами ин- 
тегрирования: 4 = {аъ = Ч: Со? /(Со2 + с0з)}. 

Ограниченный объем статьи не позволяет 
сколько-нибудь подробно остановиться на проме- 
жуточных этапах вывода выражения для Д8(0). 
Поэтому кратко остановимся лишь на некоторых 
ключевых моментах. | 


Процедура поиска 4, идентична описанной в 
приложениях 2 и 3, но приводит к дополнитель- 
ным слагаемым в уравнениях, являющихся анало- 
гами уравнений (25) - (27). Эти дополнительные 
слагаемые обращаются в ноль при О; = Р. 


Усложненный (по сравнению с (25) - (27)) вид 
исходных уравнений приводит к более громозд- 
кому выражению для 4,, которое мы опускаем. 
Отметим лишь, что получив выражение для. 4 
нельзя подставлять его в выражение (29), пригод- 
ное лишь для О, =Р, =Р.. Вместо (29) следует ис- 
пользовать формулу 


2. -с: +В: си/р 
оре(ка) 03 — Со1 Ри 


Ре 


ДЕ(0) = 5 
03 


, 1 Ша.) 
х Вт | ——5 ; 
У аЕ 


которая (как и (29)) является следствием более 
общей формулы (П. 31) работы [3]. Здесь И по- 
прежнему определяется выражением (28), а до- 
полнительный по сравнению с (29) сомножитель 
равен отношению (Ку) р, (Ко) р, ри обращается 
в единицу при О, =Р. 

Проделав все необходимые выкладки, мы на- 
шли низкочастотный предел мнимой части 4; и 
подставили его в (43). В результате мы вновь (но 
применительно к более общему случаю) получи- 
ли выражение (30) для ДЕ(0). Есть все основания 
полагать (хотя строго это еще не проверялось), 
что (30) справедливо для произвольных (не огра- 
ниченных даже условием (38)) значений коэффи- 
циентов диффузии ионов. 

Влияние многовалентных противоионов. От- 
дельного рассмотрения заслуживают низкочастот- 
ные измерения в суспензиях, дисперсионная среда 


° (43) 
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которых содержит одновременно многовалентные 
и одновалентные противоионы. В такой суспен- 
зии можно легко обеспечить благоприятное для 
проявления осцилляции адсорбции соотношение 
релаксационных параметров К; и К» за счет по- 
вышенной способности многовалентных проти- 
воионов адсорбироваться в диффузном слое. 
Поэтому не исключено, что в таких суспензиях 
может быть измерена НДД, превосходящая ДЕних 
нев 1.1 - 1.2 (как в [7 -9]), ав 2 или более раз. 


Заключение. Даже незначительная примесь 
способна оказать существенное влияние на низ- 
кочастотную диэлектрическую дисперсию бла- 
годаря высокой способности адсорбироваться в 
двойном слое. Экспериментально наблюдаемое 
многими исследователями нарушение ограниче- 
ния (1) качественно подтверждает гипотезу о зна- 
чительной роли примеси и, вероятно, связано с 
осцилляцией адсорбции хорошо адсорбирующих- 
ся на многих поверхностях примесных противои- 
онов Н* или ОН.. 


В ближайшее время мы намерены провести 
более детальное сопоставление теории с кон- 
кретными экспериментальными данными и пара- 
метрами исследуемых поверхностей. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ [ 


ПОЛЯРИЗАЦИОННАЯ ДОБАВКА 
К АДСОРБЦИИ ПРОТИВОИОНОВ 


Адсорбция противоионов Го; является, по оп- 
ределению, суммой равновесной адсорбции Гл в 
слое Гуи и адсорбции Гы; в квазиравновесном 
слое Штерна: Гу; = (Ги; + РЫ В и локального 
равновесия поляризованного ДС, Г»; › связаны с 
изменением концентрации у внешней границы 
ДС и с изменением штерновского потенциала: 


Гу = (Га; + Гы} сия — (Гу + Гы) +, = 
(Си + бра Со 
(602 + бра) а “= (1.1) 
(03 + СЗ) а - 603 
= Ги + Гу 1=12 


(Ч, - поляризационная добавка к равновесному 
штерновскому потенциалу Ф.). 


РАЗИЛОВ и др. 


Выражение (8) для Г; позволяет в явном виде 
записать поляризационную добавку к адсорбции 
в диффузном слое Га»; 


Гари, = (Гао, 2) +) — (Гот, 2) о 
(Ст + Ср) а Со 
(С + Са) „а Со 


(оз + срз) , _ Соз 


ЭГ 2 - ЭГ 2 
и, (бе) (9) ,- 


0 Ри 


(1.2) 


— С01,281, „$, и2= р 2 с...) 


нов, (енд), . 
03 


(последнее слагаемое в (1.2) связано с зависимос- 
тью кот концентрации: к- „/со1 + сор + соз = 2). 
При выводе (1.2) мы пренебрегли квадратичны- 
ми по слабому внешнему полю слагаемыми, а 


также — слагаемыми, которые в ехр(| 4 /2]) раз 
меньше (сильно заряженные частицы), чем остав- 
шиеся в правой части (1.2). 

Аналогично, на основе изотермы адсорбции 
(15), можно легко получить выражение для поля- 
ризационной добавки к адсорбции в квазиравно- 
весном слое Штерна Гу: 


Гр = (Гьор) +) (Гы; + 


(Сор + бр) а Со 


(св + бра), 


с 
=а 02 


(03+ Срз) а С 
т. таре, + > (= 401, = (6), _ > (1.3) 
]1=1 
= аб, ›( (Ср1,2) а 


где сомножитель С! › задан формулой (19). 
Непосредственное использование (1.2) - (1.3). 


— 601, 241, 2+) , 


„в граничных условиях (2) для противоионов не- 


возможно. Проблема заключается в том, что в 
(1.2) - (1.3) входит неизвестная величина — поля- 
ризационная добавка 4, к штерновскому потен- 
циалу. Определить 4,” помогает условие (14). 
Подстановка выражений (1.2) - (1.3) в условие ло- 
кальной электронейтральности ДС (14) 


0 = Гы +Г, = Гар +Г, 1) + (Гар2 + Гь,2) = 


— (Са + со2) 24/2 5 


_ @4) 
— со121 4) + 


> аКа( (Ср + Ср2) т=а 


_ Сол + 02 


ск (6), -„) +а6, ((е),.. 


+аб) ( (ср), - со 4,) 
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(здесь мы учли, что д, = 22) позволяет выразить Ф, 
через поляризационные добавки к парциальным 
концентрациям ср; 


а (= +В /2)си+ (С6,+В„2) = 
(+В / 2+ (6. +ВИ2) ев... 
(1.5) 


При выводе выражения (1.5) мы учитывали тож- 
дества (16) для концентраций. 


Последующая подстановка (1.5) в выражения 
(1.2) и (1.3) позволяет исключить Ф,. После этого 
можно легко найти поляризационные добавки Г, 2. 


Например, Г» можно найти по формуле 


} з 
Гы = (Ги + Гы) = аа ( (с), са 2 - 


ВН 
не) "> Ро 


+аб\ ( (сы). са) = (1.6) 


аКа Собр — Со1Ср2 х 


2 Со! + Со 


+а(б1+В/2) (сы-си4,)) , 


а 


а из (1.5) следует 
(Сы № са) ры 
(+В 2) са + (С.+Ва/2) с 


Подстановка (1.7) в (1.6) непосредственно приво- 
дит к выражению (17) для Г. Аналогичным обра- 
зом можно проверить справедливость (17) для Г,2. 


С формально-математической точки зрения 
бинарный электролит (М = 2) можно представить 
как трехионный электролит, для которого харак- 
терно: 1) либо равенство нулю равновесной кон- 
центрации одного. из двух сортов противоионов 
(со; = 0, где ]=1или]=2), 2) либо (солСо2) * 0, но все 
параметры ионов “1” и “2” предельно близки друг 
к другу (вырожденный случай; в реальных элект- 
ролитах это возможно, если “1” и “2” являются 
ионами различных изотопов одного и того же хи- 
мического элемента). 


Такое формальное представление электроли- 
та бинарного в виде особого трехионного элект- 
ролита не обращает параметр Кг в ноль. В то же 
время осцилляция адсорбции не зависит от мате- 
матических ухищрений теоретика и должна сни- 
жаться до нуля. Это обеспечивается благодаря 
обращению в ноль разности (со1Ср2 — СозСр), ЯВлЯ- 
ющейся одним из сомножителей (17). 


(1.7) 


т=а 
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При со = 0 из граничных условий баланса 1... - 
ков обязательно следует, что с„; = 0. Благодаря 
этому обращается в ноль разность (со1Ср2 — СозСр1), 


асней - и осцилляция адсорбции. 


При полной идентичности всех без исключе- 
ния параметров противоионов “1” и “2”, из 
граничных условий должно следовать тождество 
(Ср (Сол) = (Сра (Со). В противном случае совершен- 
но формальное разбиение противоионов на два 
идентичных “сорта” привело бы к физически зна- 
чимым последствиям и свидетельствовало бы о 
неверных граничных условиях. Из тождества 
(срр/Со1) = (С»2/со2) непосредственно следует 
стремление к нулю разности (Су!С,2 — СозСр). 


Помимо описанного выше совершенно 
вырожденного случая (ионы “1” и “2” совершен- 
но идентичны) заслуживает внимания случай не- 
полного вырождения: 2; = 2 и К, = К›, но прочие 
характеристики ионов “1” и “2” могут отличаться 
друг от друга (например, О, = О»). В постоянном 
или очень низкочастотном (6) < О, › /а?) внешнем 
поле степень участия в поляризационных процес- 
сах противоионов “1” и “2” полностью определя- 
ется их валентностями и релаксационными пара- 
метрами К,.. Поэтому достаточно совпадения 
валентностей (2! = 22) и релаксационных парамет- 
ров (К, = К»), чтобы обеспечить в очень низкоча- 
стотном поле приближенное равенство (с»! /со1) = 
(Ср2/соз), даже при существенном отличии друг от 
друга всех прочих характеристик этих ионов (на- 
пример, даже при ДО, = 2). Соответственно, на 
очень низких частотах разность (Со1С»2 — Собр) 
пренебрежимо мала и осцилляция адсорбции на 
ДЕ(0) не повлияет. Однако, на более высоких час- 
тотах возможен сдвиг фаз между сы и с, бла- 
годаря неравенству О, # О, и, соответственно, 
возможно существенное влияние осцилляции 
адсорбции на частную зависимость ДЕ(6). 


В описываемом уравнениями (25) - (27) частном 
случае О, = О, = Бь, из уравнения (25) непосредст- 
венно следует, что неизвестная х, (а с ней разность 
(СС — Сосы) и осцилляция адсорбции) действи- 
тельно обращаются в нуль при (Е; — К>)си1со —= 0. 
Это является косвенным свидетельством в пользу 
отсутствия ошибок в (25) - (27). 


ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
ВЫВОД УРАВНЕНИЙ (25) - (27) 


Подставив (22) - (23) ввыражения (3), (6) и (17), 
получим 


1 КТ 
со$бехр (108 =.Р (Р,-.= 
Са р. 
= 2ь[а +/) у, + сы] 


а 
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1 КТ .. 
с0$ ехр (161) ре: 2) = 


я (2.2) 
Ф 
= 20К,› (».. + сл, 
а 


1 юТаГ,,› _ 


созбехр( фр) 2 Е 4 
р(160 =, 03) 


АГ 
= 2—1 (С02, 11,2 — С01, 22.1). 
03. 


где введены обозначения 
.. 1 АТ 
со5 дехр (1051) <, Ра 
Уз = (У. +›). 


Очевидно, что неизвестные у, › их, 2, (24), свя- 
заны соотношениями 


У1,2 (Ср1,2) „наз 


(2.4) 


х1 = (02! — Со1У2) Ис» х› = (у,+у2). (2.5) 
После подстановки (2.1) - (2.3), уравнение (2) 


баланса потоков для противоионов “1” примет вид 
Вх, + (1+1+ 8) у, + 


4 3 (2.6) 
+ (1+^,) биз г Е! си 5 Е, 


а для противоионов “2” — 


Кг, + (1+1+8,) у, + 
4, 3 (2.7) 
+ (1+А,) с» = КСЕ. 
а 

Аналогично, подстановка выражения (2.1) в 
граничное условие (4) для коионов непосредст- 
венно приводит к уравнению (27). Таким образом, 
нам остается вывести уравнения (25) - (26), ис- 
пользуя (27) и (2.5) - (2.7). 

(26) можно получить, сложив (2.6) с (2.7) и от- 
няв (27). Аналогично, домножив (2.6) на сз, а 
(2.7) - на со! , и вычитая одно выражение из друго- 
го, мы получили (25). Производя эти преобразо- 
вания, мы дополнительно учитывали связь д! с 
У! 2 (соотношение (2.5)) и тождество соз = (Со! + Со2). 


ПРИЛОЖЕНИЕ 3 
ВЫВОД ВЫРАЖЕНИЯ (30) 


`Задача значительно облегчается благодаря 
возможности пренебрегать слагаемыми порядка 
Я, и более высоких степеней Й. Прежде всего, 
при поиске ДЕ(0) следует заменить {на произведе- 


ние И\2( {= 1%). 


РАЗИЛОВ и др. 


(27) позволяет исключить неизвестное хо, вос- 
пользовавшись выражением 


а. 1 а. 
ы = св (1-17). (3.1) 
а 


№ = бо 
а1+т 


После подстановки (3.1), (25) - (26) примут вид 
(И <1): 


[(1+А,) со + (1+5,) сл + ТА + Ве] х + 


4 
+ (2- т) (К, -Е,) Сосо? Бы (3.2). 
а 


3 
= (В, -В,) Со1С025 Е 


а 
а 


3 
= (Ес + В›со2) 5Е. 


Аналогично из (3.2) - (3.3) исключается х, . Ре- 
зультатом является приближенное выражение 


4, = ОЕ сис (В -в.)*- 
— (си К, + соК,) (сз + сяЁВ, + 
+ со, - ТА +В») }: 
: [2с3(1 +В) +.) - (си +8,) + 
+ со. +К,) ) +21 А + В/) (си(1 +81) + 


+ со2(1 +К.) ) ], 


описывающее частотную зависимость 4, в облас- 
ти очень низких частот. После подстановки (3.4) 
в (29) и ряда элементарных преобразований (в хо- 
де которых по-прежнему отбрасываются слагае- 
мые порядка И? и более высоких степеней У’), мы 
получили (30). 


(3.4) 


ПРИЛОЖЕНИЕ 4 
ВЫВОД УСЛОВИЙ (35) и (37) 

Из (34) следует, что ограничение (1) будет пре- 
одолено, если окажется справедливо неравенство 
АЕ(0) 
АЕ 


шах 


0< 1= 


2 (4.1) 
1 Со Вы 

|2. М ов 
(1+2).) С (1+8) 

Сократив первый сомножитель правой части 
(4.1) и учитывая очевидное неравенство К», < В, < 
< (1+В,,, из (4.1) получим условие, необходимое 
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для достижения запредельных ДЕ 


0<2— А: —1-28,< 
с 2 
3 (1+К,) (42) 
Со 
<2—ВАг-1-25, 
оз 


При подстановке выражения (18) для Кг следу- 
ет пренебречь величиной Гл, как малой по срав- 
нению с Гу, (условие (32)) и малой по сравнению 
с Гл (Гал /Гаюз = со/Соз < 1): 


Е (Гр + 0.5 Гол) (Гьоз + 0.5 Глаз) | к 
Гог + 0.5Г ла + Гьо + 0.5Гла 


ы. Ел ( Г + Гр Гьоз + 0.5 Го) | . 
бо = Гл + Го + 0.5 Гл» 
2/асо й (4.3) 
И Ро ОГ 


х [ГГ + 0.5 РГ + 0.5 Гол) + 
+ 0.5 Го (Гьор + 0.5Гиоз) ] = 
_2. Го (Гьоз + 0.5Гаоз) 


^ ась Е 
После подстановки явного вида выражения 
для К› и выражения (4.3) для Кг, условие (4.2) 
было трансформировано к виду 


р 
и ь 
р 


е 
-—°- (0.5 +3т) Г 


(4.4) 
асо 
=” (Гьо + 0.5 Гло2) [- Ге +5 + (1 +3) Г 


< Гы (Г Ь02 


Для выполнения условия (4.4) необходимо, 
чтобы сомножитель при Ги, был положителен. 
Отсюда следует необходимое условие (35) для Гы». 

При выполнении условия (35) для Гр, из (4.4) 
следует условие (35) для Гу: 


Го +0.5 Гао 


Га > 


Гыя- 5” - (0.5 +3т) Гл 


к (т ть )> 
— — т 
р 02 2 402 


або 
и (1+3т) Гл: 


Нижний предел для Гы, соответствует Гы —= © 
и (одновременно) малым РГ» /О. 
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Очевидно, что если Гы и Гы» будут близки к 
своим минимально-доцустимым значениям (35) 
одновременно, то запредельные значения НДД 
достигнуты не будут. Однако, близкое к мини- 
мально-допустимому значению Гь, будет доста- 
точным при Г» >> Гы, а близкое к минимально- 
допустимому Гь — при Гы >> Гр. 

Аналогичная процедура может быть исполь- 
зована и для вывода условия (37). Аналогом (4.1) 
здесь будет неравенство 


ДЕ(0) 
ДЕ 


В? 
Ре О ев, —“_- |192 2, 
(1+К.)^ (1+8) * 


из которого можно легко получить аналог (4.2). 
Подставив в соответствующие условия выраже- 
ние (4.3) для Аг и выражения (36) и (8) для К, и для 
Ка, можно, подобно (35), получить условие (37). 


0< -1= 


(4.5) 
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